Ausgewihlte Vokabeln in der Mathematik der Oberstufe

gebrochene und negative Exponenten:

Fall 1: st der Exponent einer Potenz eine Natiirliche Zahl, so wird entsprechend oft multipliziert.
Dies ist seit der Sekundarstufe 1 bekann. Beispiel: 2°=2.2.2 =8 Hier ist der Exponent die 3,
also muss die Basis 2 dreimal mit sich selbst multipliziert werden.

Fall 2: Ist der Exponent einer Potenz negativ, so kann man die Potenz direkt als Bruch schreiben.
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Beispiel 2 "= ? = 3 Aus dem Exponenten -3 verschwindet das Minus, indem man 23 direkt in

den Nenner eines Bruches schreibt.

Fall 3: Ist der Exponent keine ganze Zahl, so sollte der Exponent zunéchst als Bruch
umgeschrieben werden. Der Nenner kann dann als hohere Wurzel geschrieben werden, wahrend der
Zidhler wie liblich als ganzzahliger Exponent funktioniert. Beispiele:

1 2 -
16 =162 = V16 = 4 oder 64’ =364’ = (V64| =4’ = 16

Betrag, Betragsstriche
Der Betrag einer Zahl ist deren (positiver) Abstand zum Ursprung. Man schreibt dazu

Betragsstriche um die Zahl:
Beispiele: |3 =3 |-3]=3 (sowohl 3 als auch -3 haben den Abstand 3 von der 0)

Betrdge konnen bei der Berechnung von Flachen mittels

Integralen hilfreich sein. Da Flachen nur positive Gro3en 0.5
haben, kann man insbesondere mit Hilfe des
Taschenrechners schnell zu Losungen kommen.
Beispiel: Berechne die Fliche, die die beiden Graphen fund / T -05 0 0.5 1
g im Intervall [-1;1] einschlieBen. f

Problem: Von Hand miisste man zunéchst die Schnittstellen
bestimmen um dann drei Einzelintegrale zu berechnen. Im
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GTR kann man aber einfach f If(x)—g(x)|dx berechnen
-1

(Beachte: der Integrand ist in Betragsstrichen!), denn damit sind alle Teile der Differenzfunktion auf
einmal positiv, und die Schnittstellen interessieren liberhaupt nicht mehr.

In der Vektorrechnung gilt: Der Betrag eines Vektors ist seine Lénge:

3)_ =3|\_ 3\ _ -3\ _
(4)‘—5 aber auch ‘(4 )—5 oder (_4)‘—5 oder ‘(_4)‘—5

Denn: +/3+42=5 aber auch \/(—3)2+42=5 etc.

Koordinatensystem A
In einem Koordinatensystem kénnen wir durch Punktkoordinaten Orte i erster
beschreiben. Seit der Mittelstufe bekannt sind zweidimensionale 2.Q. Quadrant

Koordinatensysteme, mit denen man z.B. jeden Punkt auf dem Papier durch
zwei Koordinaten beschreiben kann. Ein Koordinatensystem hat einen
Ursprung, also dort, wo sich die Achsen kreuzen. Dieser Ursprung hat (im
zweidimensionalen) die Koordinaten (0]0). Die Reihenfolge der
Koordinaten eines Punktes ist immer: Erst x-Wert ("wieviele Einheiten
geht's nach rechts?"), dann y-Wert ("wieviele Einheiten geht's nach oben?"). Die Achsen heiflen
statt x-Achse und y-Achse in Sachzusammenhingen auch oft t-Achse und v-Achse oder dhnlich.
Allgemein kann man auch von "Rechtsachse" und "Hochachse" sprechen.

3.Q. 4. Quadrant




Um einen Ort im Raum zu beschreiben, bendtigt man aber ein dreidimensionales
Koordinatensystem, d.h. fiir jeden Punkt bendétigt man drei Zahlen. Der Ursprung eines solchen
Koordinatensystems liegt folglich im Punkt (0/0|0). Die Achsenreihenfolge ist dann: die x;-Achse
kommt einem "entgegen", die x,-Achse geht nach rechts, die x;-Achse nach oben.

Oft ist auch die Rede von einem "kartesischen Koordinatensystem". Das bedeutet, dass die Achsen
senkrecht aufeinander stehen und die Einheiten gleichmafig auf den Achsen abgetragen sind. Die
Koordinatensysteme, mit denen wir arbeiten sind praktisch immer "kartesisch".

Punktprobe
Mit einer Punktprobe entscheidet man rechnerisch, ob ein Punkt auf dem Funktionsgraphen liegt,

oder nicht.

Beispiel: Liegt B(3|5) auf demFunktionsgraphen von f(x) = x> ? Wenn es so wére, so miisste der
Funktionswert von f an der Stelle x=3 dann y=5 ergeben. Wir probieren aus, indem wir x=3 in die
Funktion f einsetzen und den Funktionswert berechnen: f(3) = 32 = 9. Dies ist aber nicht gleich 5,
daher ist die Punktprobe misslungen. Der Punkt B liegt also nicht auf dem Graphen von f.

Koeffizient

Beispiele: Lineare Gleichung: 3x +4y =14 hier sind 3 und 4 jeweils Koeffizienten
Ganzrationale Funktion: f(x) = 6x® + 8x>  hier sind 6 und 8 jeweils Koeffizienten

Das Wort Koeffizient 14sst sich mit "Vorfaktor" iibersetzen. In der Linearen Algebra setzt man zur

Losung von LGS oft nur erweiterte Koeffizientenmatrizen ein, in denen nur die entsprechenden

Vorfaktoren auftauchen.

Potenzregel, Summenregel, Faktorregel, Produktregel, Kettenregel:
Bei der Potenzregel handelt es sich um eine Ableitungsregel, die immer dann anzuwenden ist, wenn

nach der Ableitung einer Potenzfunktion f(x)=x" gefragt ist.

Die Potenzregel besagt:  f(x)=x" - f'(x)=n-x""

Die Potenzregel wird im Unterricht zunichst nur fiir ganzzahlige, positive Werte von n entwickelt.
Sie ist aber auch fiir reelle Werte von n giiltig.

Beispiele:

D f(x)=x > fr(x)=2 X" =2

2 glx)=x* > 9'(X)=8-x(8_1):8x7

9 hix)=x? > h'(x)=-3- ¥ V=-3x"

9 k(x)=Vx = x" > k'(x) = 05 X050 = g5.x7% = L

2+x
5) Achtung: Potenzregel nicht anwendbar, x steht im Exponent: p(x)=e* - p'(x)=e"

6) Achtung: Potenzregel nicht anwendbar, keine Potenzfunktion: q(x) = sin(x) — q'(x) = cos(x)

Die Summenregel hilft, Funktionen abzuleiten, die aus zwei summierten Bausteinen aufgebaut ist.
Sie besagt, dass man jeden Summanden einzeln ableiten darf (was bei Produkten nicht der Fall ist!)

) f(x)=x"+x> > f(x)=5x"+3x’

2) f(x)=x"+sin(x) = f(x)=5x"+cos(x)

3) f(x)=x"x> > f'(x) istnicht gleich 5x*-3x* Achtung: Hier entweder Produktregel
nutzen oder besser: erst zu x hoch 8 zusammenfassen!

Die Faktorregel besagt einfach, dass konstante Vorfaktoren beim Ableiten erhalten bleiben:

1) f(x)=8-x" > f'(x)=82x=16x

2) f(x)=8-sin(x) » f'(x)=8-cos(x)

3) f(x)=x-sin(x) & f'(x) istnicht gleich x-cos(x) Denn Vorfaktor x ist nicht konstant!



Die Produktregel ist kniffliger als die Summenregel:

D f(x)=x>x> » f'(x)=5x"x> + x>3x°

2) Allgemein: f(x)=u-v = f'(x)=u"v + uv'

Die Kettenregel beschreibt, wie man verschachtelte Funktionen ableitet:
1) f(x)=sin(x’) > f'(x)=5x"cos(x°)

2) flx)=e" » f(x)=5x"e"’

Kurvenschar
Eine Funktionsschar (auch Funktionenschar oder Familie) ist eine Menge von Kurven, deren
Gleichungen sich in mindestens einem Parameter unterscheiden.

Beispiel: f,(x)=3-t-e **"

Im Beispiel bewirkt der Parameter t eine Streckung (oder Stauchung) der Funktion in y-Richtung.
Fiir negative Werte von t wird der Graph dabei zusétzlich an der x-Achse gespiegelt.

Integrationsvariable und Integrand
Soll ein Integral iiber die Funktion f(x) bestimmt werden, so ist x die Integrationsvariable.
Allgemein erkennt man die Integrationsvariable am "dx" oder "dt" o.4.

d
d
Beispiel 1: L ax’+4 dx = l% ax’+4 xl hier ist x die Integrationvariable, a Parameter

d
l%az x’+4 al hier ist a die Integrationvariable, x Parameter

c

.. d >
Beispiel 2: Lax +4 da

Die Funktion, iiber die man integriert, heift Integrand (in obigem Beispiel also f(x) = ax>+4 )

Nullstellen:

Die Nullstellen einer Funktion sind die Stellen ("x-Werte"), fiir die die Funktion den Wert 0
annimmt. Man bestimmt Sie, indem man f(x) = 0 setzt und dann weiterrechnet.

Nullstellen sind die Stellen, an denen die Funktion die x-Achse durchsto3t oder beriihrt.

D.h.: Die x-Koordinate des Schnittpunktes eines Graphen mit der x-Achse ist eine Nullstelle.

Z.B. hat die Funktion f(x) = x> — 1 die Nullstellen x=—1 und x = 1, denn: f(-1) = 0 und f(1) = 0.
Achtung: Nullstellen haben erstmal nichts mit Ableitungen zu tun! Wir 16sen zwar oft die Gleichung
f'(x) = 0, weil das die notwendige Bedingung bei der Extremwertbestimmung ist. Aber das ist nur
eine Anwendung des Konzeptes "Nullstelle".

Satz vom Nullprodukt:
"Ein Produkt ist Null, genau dann, wenn einer seiner Faktoren gleich Null ist."
Also a - b =0, genau dann wenn a = 0 oder b = 0.
Wann wird der Satz vom Nullprodukt eingesetzt?
* Gleichungen l6sen * Nullstellen berechnen
Wann darf man den Satz vom Nullprodukt einsetzen?
« auf der linken Seite der Gleichung stehen nur Faktoren UND auf der rechten Seite steht eine Null
Beispiele: Darf man den Satz vom Nullprodukt anwenden?

x+(4+x*)=0 — Nein, da auf der linken Seite eine Summe steht.
x-(4+x)=0 — Ja!

*(x—1)-(x+2)=0 — Jal

ex-(x-2)=2 — Nein, da auf der rechten Seite keine Null steht.

Beispiel, welches durch Ausklammern auf den Satz vom Nullprodukt fiihrt:
ef+x-e=0 <=> " (1+x)=0 <= ¢e*=0oder (1+x)=0



Basiswechsel (bei Exponentialfunktionen)

Bei jeder Exponentialfunktion lésst sich die Basis in die Zahl e umschreiben, so dass man die
bekannten Ableitungsregeln anwenden kann. Grundidee dieses "Tricks" sind zwei Beobachtungen:
Die Erkenntnis, dass ™" identisch zu A ist (da sich "e hoch" und "In" gegenseitig aufheben)

und das Potenzgesetz (ab)c = &

Beispiel: f(x) = 5" soll abgeleitet werden.

Man nimmt zuerst einen Basiswechsel vor:  f(x) = 5" = (e'“(S))X — (o)

Diese Funktion kann man nun einfach mit der Kettenregel ableiten: f'(x) = In(5)- e

Eingeschrinkter Definitionsbereich (Analysis) und Randextrema

In vielen Aufgaben mit Sachkontext finden sich Angaben wie "Die Funktion f gibt den Wasserstand
des Staubeckens im Zeitraum von 2 bis 5 Uhr an". Damit ist gemeint, dass nur die x-Werte im
Intervall [2;5] zugelassen sind. Dies hat Auswirkungen z.B. bei der Suche nach Extrempunkten.
Beispiel: f(x) = x> mit x aus [2;5]

Bei der Suche nach einem Minimum wiirde man mit dem "Standardrezept" (Ableitung, Notwendige
und hinreichende Bedingung) den Scheitelpunkt (0/0) als Extrempunkt finden. Die Extremstelle

x = 0 liegt aber nicht im Definitionsbereich und ist damit kein Extrempunkt der Funktion!

Man benétigt den Satz: "Bei Funktionen mit eingeschrinktem Definitionsbereich werden die
Extrema entweder im Innern des Definitionsbereichs oder an dessen Randern angenommen."

Auf unsere Situation angewendet bedeutet das: Im Innern gibt es kein Extrempunkt und da f(2) = 4
und f(5) = 25 ist, 1st das Minimum dieser Funktion bei (24) zu finden.

Umkehrfunktion (Leistungskurs)
Eine Umkehrfunktion [  beziiglich einer Ausgangsfunktion f ist die Funktion, die man

erhilt, wenn man x-Wert und y-Wert der Ausgangsfunktion austauscht. Beispiele:

fx)=x* alsoy=x* Tausch: x=y* ey = Jx Also f(x) = ¥x
f(x)=e* alsoy=¢" Tausch: x=¢ <y = In(x) Also F(x) = In(x)

Hinweise: Im Koordinatensystem sind Ausgangsfunktion und Umkehrfunktion jeweils
Spiegelbilder voneinander, wenn man eine Achsenspiegelung an der Geraden g(x) = x vornimmt!
Umkehrfunktionen bendtigt man z.B. beim Ldsen von Gleichungen. (Lose z.B.e*=5 )

Achtung: Nicht immer gibt es eine eindeutige Umkehrfunktion. Bereits bei f(x) = x*> muss man sich
entscheiden, welchen Parabelzweig man nehmen will, denn stellt man sich die an g(x) = x
gespiegelte Normalparabel vor, so erkennt man, dass das keine Funktion sein kann (da es zu einem
x-Wert zwei y-Werte geben wiirde!)

Fernverhalten

Beim Fernverhalten einer Funktion fragt man danach, wie sich die y-Werte einer Funktion
verhalten, wenn man immer grof3ere x-Werte in die Funktion einsetzt (sowohl grof3e positive als
auch negative x-Werte)

Beispiele:

flx) =x? fiir x— oo gilt: f(x) — +oo fiir x— —oo gilt: f(x) — +oo

flx) =x? fiir x— oo gilt: f(x) — +o0 fir x— —oo gilt: f(x) — —0

flx) = —=x* fiir x— oo gilt: f(x) — —0 fiir x— —oo gilt: f(x) — +oo

f(x)=¢" fiir x— oo gilt: f(x) — +o0 fiir x— —oo gilt: f(x) — 0 (oder auch +0)
f(x) = 1—¢* fiir x— oo gilt: f(x) — —o0 fiir x— —oo gilt: f(x) — 1

f(x) =sin(x) - ¢* fiir x— oo gilt: (nicht angebbar!) fiir x— —oo gilt: f(x) — 0

f(x)=x-¢" fiir x— oo gilt: f(x) — +o0 fiir x— —oo gilt: f(x) = 0 (*)

Bei ganzrationalen Funktionen richtet sich das Fernverhalten nach dem Koeffizient und der Art der
hochsten Potenz (Koeffizient positiv oder negativ? Hochste Potenz gerade oder ungerade?). Bei
anderen Funktionen hilft nur "schrittweises Probieren" und ein gutes Gefiihl. Beim letzten Beispiel
braucht man die Erkenntnis, dass bei Multiplikation von Exponentialfunktion und ganzrationalem



Term die Exponentialfunktion beim Fernverhalten dominiert. Fiir x— —oo hitte man ja die
"Spagatsituation", dass man sich statt "x - €*" nun "—oo - 0" vorstellen muss, was so ohne Weiteres

ja keinen klaren Wert hat.

Geradenschar
Eine Funktionenschar, deren Vertreter nur Geraden sind, ist eine Geradenschar. Ebenso ist eine

Funktionenschar, die nur aus Parabeln besteht, eine Parabelschar.

Ableitung _
Die Ableitung einer Funktion f kann man als f 2

"Tangentensteigungsfunktion" verstehen: An jedem Punkt des
Graphen der Funktion f kann man eine Tangente anlegen. In
der Abbildung liegt an der Normalparabel f(x) = x3-x im Punkt
A(1]|0) eine Tangente. Die Steigung dieser Tangente ist gleich
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2, denn die Ableitungsfunktion f' (gestrichelt eingezeichnet) | -
hat beim x-Wert 1 den Funktionswert 2. Dies ist die Steigung OIS t1 2
der Tangente an fim Punkt A.

f >N

Gleichungssystem (nicht linear)

Beispiel: Gleichung A: x*=y Gleichung B: x =%y

Man sucht nun nach Werten fiir x und y, so dass beide Gleichungen gleichzeitig erfiillt sind. Die
Regeln fiir lineare Gleichungssysteme sind oft auch auf nichtlineare Systeme iibertragbar (z.B.
Einsetzungsverfahren, Gleichsetzungsverfahren, Additionsverfahren). Je nach System bendtigt man
einen guten Riecher. Einfaches Raten kann oft fehlschlagen! Beim Beispiel erkennt man schnell die
Losung x = 0 und y = 0. Dies ist aber nicht die einzige Losung!

Mogliches Verfahren: Gleichung B mit 2 multiplizieren und dann Gleichsetzungsverfahren
benutzen. Dann erhilt man auBerdem noch die Losung x =2 und y = 4.

Die Losungsarten bei linearen Gleichungssystemen (keine / eine / unendlich viele Losungen)
miissen hier also nicht vorliegen! Das obige Beispiel hatte ja genau zwei Losungskombinationen!

Differentialrechnung und Differenzierbarkeit

Mit Differentialrechnung wird allgemein das Rechnen mit Hilfe von Ableitungen bezeichnet. Der
Name kommt daher, dass man zur Herleitung des Ableitungsbegriffs den Grenzwert des
Differenzenquotienten bildet.

Eine Funktion heil3t "differenzierbar", wenn man iiberall die Ableitung angeben kann. In der Schule
kommen fast nur Funktionen vor, die iiberall differenzierbar sind. Eine sehr bekannte Funktion, die
an einer Stelle nicht differenzierbar ist, ist die Betragsfunktion f(x) = x| die im
Koordinatensystem wie ein "V" aussieht, wobei die Spitze im Koordinatenursprung liegt. In diesem
Punkt ist f nicht differenzierbar, weil man dort (vereinfacht gesagt) nicht eindeutig eine Tangente
anlegen kann! Die Ableitung der Betragsfunktion wiirde also lauten:

-1 firx <0
f (x)=1{ undefiniert fiir x=0
1 firx >0

Monotonietabelle und Kriimmungstabelle

Aus einer Monotonietabelle kann man Ablesen, in welchen Intervallen eine Funktion monoton
wachsend oder fallend ist. Man erstellt eine solche Tabelle, indem man zunédchst nach den
Nullstellen der ersten Ableitung sucht, da dies die verdichtigen Stellen fiir den Monotoniewechsel
sind (und hier moglicherweise auch Extremstellen vorliegen!).

Aus einer Kriimmungstabelle kann man Ablesen, in welchen Intervallen eine Funktion



linksgekriimmt oder rechtsgekriimmt ist. Man erstellt eine solche Tabelle, indem man zunéchst nach
den Nullstellen der zweiten Ableitung sucht, da dies die verdédchtigen Stellen fiir den
Kriimmungswechsel sind (und hier moglicherweise auch Wendestellen vorliegen!).

Bilanzsumme

In Sachzusammenhéngen kann die Eigenschaft, dass Flichen unterhalb der x-Achse negativ in den
Wert des Integrals eingehen, sehr niitzlich sein.

Beispiel: f(x) = (x — 1)* — (x — 1) ist die Geschwindigkeit eines Spielzeugautos im Intervall [0;2],
wobei x in Sekunden und f(x) in Meter pro Sekunde zu verstehen ist.

Hinweis: Wenn man die Funktion zeichnen lésst (das sollte man tun!), so erkennt man im
angegebenen Intervall sowohl Funktionswerte oberhalb als auch unterhalb der x-Achse. Diese
negativen Geschwindigkeiten sollen so verstanden werden, dass sich das Auto dann riickwérts
bewegt.

Mit Hilfe eines Integrals kann man auf die gefahrene Strecke schlieBBen. Es gilt:

f(l) f(x) dx = 0,25 d.h.im Zeitintervall [0;1] fuhr das Auto 0,25 Meter weit.
_ﬁ f(x) dx = —0,25 d.h.im Zeitintervall [1;2] fuhr das Auto 0,25 Meter weit riickwirts.

f(z) f(x) dx =0 d.h. im Zeitintervall [0;2] fuhr das Auto zwar vor und zuriick, ist am Ende
aber um Null Meter vom Ausgangspunkt entfernt. Die Bilanzsumme ist hier Null.
‘[1,5 f (x) dx = 0,140625  d.h. im Zeitintervall [0;1,5] fuhr das Auto zwar vor und zuriick, ist

0
am Ende aber um 0,140625 Meter vom Ausgangspunkt entfernt. Die Bilanzsumme ist hier 0,140625

Ursprungsgrofle
Dieser Begriff kommt oft bei Integralen in Sachzusammenhéngen vor, da man dort oft von einer

Anderungsrate (Geschwindigkeit) auf die UrsprungsgrdBe (Strecke) schlieft.

Tangente
Eine Tangente ist eine Gerade, die eine Kurve (also meist der

Graph einer Funktion, aber Kreise 0.4. sind natiirlich auch

moglich) in einem Punkt beriihrt. In der Abbildung ist die Gerade 1
t im Punkt A eine Tangente an den Graphen der Funktion f.

Mit "beriihren" ist gemeint, dass die Tangente in dem A
betreffenden Punkt die "gleiche Richtung" hat, wie die Funktion. -1 0 1 2
Im Beriihrpunkt A(0,5]0,25) gilt: Die Steigung m der Tangente ist t
gleich der Ableitung von f an der Stelle, also: f'(0,5) =m -1

Das Skalarprodukt
Das Skalarprodukt bezeichnet die Multiplikation zweier Vektoren, wobei das Ergebnis eine reelle

Zahl ist. Falls das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich 0 ist, so sind diese orthogonal zueinander
(d.h sie sind senkrecht zueinander bzw. sie stehen rechtwinklig zueinander).

L || b 1) (4
i-b = |a,||b,| = a;'b+a,b,+a;b, zB. 2|{5] = 1:4+2:5+3-6 = 32
a, b3 3/ 16

Linearkombination und lineare Abhingigkeit
Eine Linearkombination zweier Vektoren v und Ww ist ein Term der Gestalt a-v + b-w

wobei a und b beliebige reelle Zahlen sind.

Man sagt, dass zwei Vektoren linear unabhéngig sind, wenn die Gleichung a-v + b-w = 0 nur
die Losung a = 0 und b = 0 besitzt. Letztendlich ist das nur eine sehr komplizierte Formulierung fiir
die Eigenschaft, dass Vv und W keine Vielfachen voneinander sind.



Andersherum: Zwei Vektoren sind linear abhingig, wenn die Gleichung a-v + b-w = 0
unendlich viele Losungen fiir a und b besitzt — d.h. die beiden Vektoren sind Vielfache voneinander
("haben die gleiche Richtung (Gegenrichtung gilt auch)"). Bei zwei Vektoren, die Vielfache
voneinander sind, sagt man auch: die Vektoren sind kollinear.

1 =2
Beispiel: Die Vektoren \7=( 2 | und WZ(— 4| sind kollinear bzw. linear abhingig.
-3 6

Die Gleichung a-Vv + b-w = 0 hat unendlich viele Losungen (z.B.a=-2und b =1
odera=6undb=-3)

Aber bei drei Vektoren wirds etwas kniffliger:
Eine Linearkombination dreier Vektoren Vv , w und # istein Term der Gestalt

a-v + b-w + c-u wobeia, bund c beliebige reelle Zahlen sind.
Man sagt, dass drei Vektoren linear unabhingig sind, wenn die Gleichung

av + b-w + c-u = 0 nurdie Lésung a=0und b =0 und ¢ = 0 besitzt (andernfalls sind sie
linear abhangig)
Hier hilft es nur, tatséchlich ein Gleichungssystem zu betrachten. Drei Vektoren kdnnen linear
abhéngig sein, obwohl die Vektoren nicht Vielfache voneinander sind. Geometrisch bedeutet lineare
Abhingigkeit, dass die drei Vektoren in einer Ebene liegen. Sind drei Vektoren linear unabhéngig,
liegen sie nicht in einer Ebene.

Beispiel:
1 0 2

Die Vektoren Vv=|0| , w=|1| , U=[3]| sind linear abhiingig. Offensichtlich liegen sie alle
0 0 0

drei in der "Bodenebene", oder genauer: in der x,/x,-Ebene des Koordinatensystems. Und auch die
Gleichung a-v + b-w + c:ii = 0 hatnicht nur die Lésung a=0und b= 0 und ¢ = 0, denn
aucha=2undb=3und c=-1 106stdie Vektorgleichung.

1 0 0
Die Vektoren Vv=[0| , w=|1| , Uu=[0]| sind linear unabhingig. Offensichtlich liegen sie
0 0 1

nicht alle drei in einer Ebene. Und auch die Gleichung a-v + b-w + c:i = 0 kann nur die
Losung a=0und b =0 und c = 0 besitzen.

Punkt, Vektor, Ortsvektor, Verbindungsvektor, Richtungsvektor, Spannvektor, Nullvektor
Im Koordinatensystem unterscheidet man zunédchst Punkte und Vektoren: ein Punkt ist ein Ort im

Koordinatensystem, ein Vektor ist eine Art "Verschiebungsvorschrift" (z.B.: "zwei nach rechts, drei
nach hinten, vier nach oben") wobei der Start dieser Verschiebung zunichst nicht wichtig ist.

Wenn man aber sagt, dass P ein Ortsvektor des Punktes P ist, so meint man, dass man ausgehend
vom Koordinatenursprung mit Hilfe der Verschiebung p beim Punkt P landet (in diesem Fall
sind die Eintriige des Vektors P mit dem des Punktes P identisch).

Verbindet man zwei Punkte (z.B. P(1]2) und Q(4|7) ) durch einen Vektor, so lautet dieser

Verbindungsvektor PQ= g . Rechnerisch kann man ihn bestimmen, indem man die
Koordinaten der Punkte jeweils subtrahiert (also Xz — Xsuar, hier 4—1 = 3, das gleiche mit y-Werten).
Der Richtungsvektor einer Geraden in Parameterform (z.B. ist bei X= (i)ﬂ‘ (g) der Vektor

hinter dem Parameter r der Richtungsvektor) ist ein Vektor, der "auf der Geraden liegt", also z.B.
der zwei unterschiedliche Punkte auf der Geraden verbindet. Deswegen kann man einen
Richtungsvektor auch direkt berechnen, wenn man nur zwei Punkte der Geraden kennt: Dieser
Richtungsvektor ist dann der Verbindungsvektor dieser zwei Punkte (Achtung: Ein und dieselbe
Gerade kann unterschiedliche Richtungsvektoren haben!)



Bei Ebenen gibt es entsprechend nicht einen Richtungsvektor sondern zwei Spannvektoren, die von
der Idee her dhnlich wie Richtungsvektoren funktionieren.

Ein Nullvektor ist ein Vektor, bei dem alle Eintrdge gleich Null sind. Dieser Vektor hat als einziger

Vektor keine festgelegte Richtung und kommt daher auch nicht als Spann- oder Richtungsvektor in
Betracht.

Matrix:

« Eine Matrix hat m-Zeilen. Dabei steht "m" fiir die Anzahl der Zahlenwerte, die untereinander

stehen. Die Zeilen einer Matrix werden oft auch als Zeilenvektoren bezeichnet.

* Eine Matrix hat n-Spalten. Dabei steht "n" fiir die Anzahl der Zahlenwerte, die nebeneinander

stehen. Die Spalten einer Matrix werden oft auch als Spaltenvektoren bezeichnet.

* Folglich hat eine Matrix m - n Zahlen. Man spricht daher oft von einer "m kreuz n" Matrix

* Besitzt eine Matrix ebensoviele Spalten wie Zeilen, so wird sie als ,,n kreuz n“~-Matrix oder auch
quadratische Matrix bezeichnet

* Eine quadratische Matrix, die nur Elemente aus dem Intervall [0;1] enthélt und deren
Spaltensumme gleich Eins ist, heiB3t "stochastische Matrix".

* Besitzt eine Matrix nur eine Spalte, wird sie als Spaltenmatrix bezeichnet.

* Besitzt eine Matrix nur eine Zeile, wird sie als Zeilenmatrix bezeichnet.

* a, wird als Matrixelement bezeichnet

n=4 Spalten —
all alZ al3 a14
m=3 Zeilen | |a,, a,, a,; ay
U3 d3p A3z Ay

Koeffizientenmatrix
Eine Koeffizientenmatrix sind die Koeffizienten eines LGS in Matrixform. Eine solche Matrix kann
auch direkt in den GTR eingegeben werden.

I 2x, +3x, +4x; =0 2 3 4 0
I x, +x, =3 — 110 3
Ir 3x, +5x, +x; =2 3 51 2

Ubergangsmatrizen, Wechselquoten, Ausgangsverteilung und Folgeverteilung
Bei Ubergangsmatrizen hat man es oft mit "Wechselquoten" zu tun, also Anteile einer Menge von

z.B. Personen, die von einem zum anderen Zustand wechseln. (Die Zahlen in der Ubergangsmatrix
sind diese Wechselquoten). Im Allgemeinen weill man, mit welcher Verteilung man beginnt (dies ist
die Ausgangsverteilung oder auch Startverteilung). Dann gilt:

Ubergangsmatrix x Ausgangsverteilung = Folgeverteilung

Beispiel:

0 04 0,2 2000 0-2000+0,4-4000+0,2-15000 4600
0,6 0 O [X]| 4000 |=( 0,6-2000+0-4000+0-15000 [=| 1200
0,4 0,6 0,8 15000 0,4-2000+0,6-4000+0,8-15000 15200

Die Verteilung nach einer Periode betrigt 4600 in Gruppe A, 1200 in Gruppe B und 15200 in
Gruppe C.



Achsensymmetrie zur y — Achse und Punktsymmetrie zum Ursprung:
Der Graph einer Funktion f ist achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn fiir alle x aus dem

Definitionsbereich von fgilt f(—x) = f(x) .

Fiir ganzrationale Funktionen f gilt zusdtzlich: Der Graph von f ist genau dann achsensymmetrisch

zur y-Achse, wenn der Funktionsterm f(x) nur Potenzen von x mit geraden Exponenten enthélt (und

ggf. zusétzlich einen konstanten Summanden).

Bsp.A) f(x) = x°~5x°+2  ist achsensymmetrisch zur y-Achse, da f ganzrational ist und nur
gerade Exponenten (plus Summand 2) enthilt.

Bsp.B) f(x) = x°—2x’+2 ist nicht achsensymmetrisch zur y-Achse, da f zwar ganzrational
ist aber nicht nur gerade Exponenten enthélt. (Die Funktion ist iibrigens auch nicht
punktsymmetrisch — sie hat also keine Standardsymmetrie)

Bsp.C) f(x) = x*e
Vermutung: fist achsensymmetrisch zur y-Achse. Nachweis:

f(x) = f(=x)
oxte™) = (—)()“-e((”‘)zJ Die Gleichung ist offenbar korrekt, da die Minuszeichen durch
die geraden Exponenten direkt wieder eliminiert werden. Also ist f achsensymmetrisch zur y-
Achse

Der Graph einer Funktion f ist punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn fiir alle x aus dem
Definitionsbereich von f gilt:
fl=x) = —f(x)
Fiir ganzrationale Funktionen f gilt zusitzlich: Der Graph von f ist genau dann punktsymmetrisch
zum Ursprung, wenn der Funktionsterm f(x) nur Potenzen von x mit ungeraden Exponenten enthélt.
Bsp.D) f(x) = x’—2x> ist punktsymmetrisch zur y-Achse, da f ganzrational ist und nur
ungerade Exponenten enthélt.
Bsp.E) f(x) = x'—2x>+9 ist nicht punktsymmetrisch zur y-Achse, da f zwar ganzrational
ist, aber noch den konstanten Summanden 9 enthalt.
Bsp. F) f(x) = x*e*
Vermutung: f ist punktsymmetrisch zur y-Achse. Nachweis:

—flx) = f(=x)
o—{x%e")] = (=x)7-e ]
@—(x5~e(xz)) = —(x5~e(*"2)) Also ist f achsensymmetrisch zur y-Achse

Achtung 1: Bei Beispiel F konnte man auf den Gedanken kommen "die Exponenten von x sind
sowohl gerade als auch ungerade, daher besitzt f gar keine Symmetrie!". Dies ist falsch, denn die
Schlussfolgerung darf man nur bei ganzrationalen Funktionen anwenden!

Achtung 2: Wenn man vermutet, dass z.B. bei f(x) = x°-e®) gar keine Symmetrie vorliegt, so
braucht man nur ein Gegenbeispiel finden: Esist f(1)=e und f(-1)= _71 d.h.
weder f(—=x) = —f(x) noch f(—=x) = f(x) kann zutreffen!

Achtung 3: Die obigen Regeln gelten nur fiir die "Standardsymmetrie", also Achsensymmetrie zur
y-Achse und Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung.

Beispiel: die Funktion f(x) = (x —5)*=x*>—-10x + 25

ist eine um 5 nach rechts verschobene Normalparabel. Die zur y-Achse parallele Gerade x = 5 ist
hier selbstverstindlich Symmetrieachse! Aber es liegt eben keine Standardsymmetrie zur y-Achse
vor. Muss man bei einer Funktion eine Symmetrie zu einer anderen Achse (oder zu einem anderen
Punkt) nachweisen, so muss man die Funktion zunéchst verschieben, so dass die Symmetrieachse
(oder das Symmetriezentrum) auf der y-Achse (im Ursprung) zu liegen kommt!



Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Ana
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff
Diff

Eulersche Zahl e

Funktion, Funktionsgraph

Funktionsvariable

Funktionswert

Gleichungssystem (nicht-linear)

Intervall

Logarithmus

Logarithmus naturalis = natiirlicher Logarithmus
Monotonie: fallend, wachsend, strenge Monotonie
Parameter (Funktionenschar)

Potenzen

Punkt, x-Wert, Stellen, Funktionswert
Steckbriefaufgabe (Exponentialfunktion)
Steckbriefaufgabe (ganzrationale Funktion)
Steckbriefaufgabe (sonstige Funktion)
Umformung einer Gleichung

Umformung eines Terms

Vertreter einer Funktionenschar

Vertreter einer Schar

Wertetabelle

eingeschrinkter Definitionsbereich (Analysis)
ganzrationale Funktion

quadratische Gleichung

Extrema

Extrempunkte, Hochpunkte, Tiefpunkte, Wendepunkte, Sattelpunkte
Extremwertaufgabe

Faktorregel

Kettenregel

Kurvendiskussion

Produktregel

Sattelpunkt

Summenregel

Wendetangente

Zielfunktion und Nebenbedingung
differenzierbar = ableitbar

notwendige und hinreichende Bedingung
waagerechte Tangente

Anderungsrate (momentane AR, durchschnittliche AR)

Int Fldchenannéherung

Int Integral

Int Mittelwert (einer Funktion)
Int Stammfunktion

Int Wachstumsgeschwindigkeit
Int eingeschlossene Fliche

Int negative Fliche

Int uneigentliche Integrale

LGS
LGS
LGS
LGS
LGS

Gaul3-Verfahren

Gleichungssystem (linear)

Koeffizient (LGS)

Koeffizientenmatrix

Losung: keine, genau eine, unendlich viele Losungen



LGS Losungskombination

LGS Parameterwahl

OK Ana Basiswechsel (Exp-Fkt)

OK Ana Betragsstriche (Analysis)

OK Ana Definitionsbereich

OK Ana Exponent, gebrochen z.B. 20,5
OK Ana Fernverhalten

OK Ana  Funktionenschar

OK Ana Geradenschar (Analysis)

OK Ana Koeffizient (Analysis)

OK Ana Koordinatenachsen, x-Achse, y-Achse
OK Ana Nullstelle

OK Ana Potenzregeln

OK Ana Punkt-/Achsensymmetrie

OK Ana  Punktprobe (Analysis)

OK Ana Randextrema

OK Ana  Satz vom Nullprodukt

OK Ana Umkehrfunktion

OK Diff Differentialrechnung

OK Diff Kriimmungstabelle

OK Diff Monotonietabelle

OK Diff Tangente

OK Int Bilanzsumme

OK Int Integrationsvariable

OK Int Ursprungsgrof3e

OK LGS Matrix (Koeftizientenmatrix)
OK Vektor Nullvektor

OK Vektor Ortsvektor

OK Vektor Richtungsvektor

OK Vektor Skalarprodukt (senkrecht / rechtwinklig / orthogonal)
OK Vektor Spannvektor

OK Vektor Stiitzvektor

OK Umat Ausgangsverteilung

OK Umat Folgeverteilung

OK Umat Wechselquote

OK Umat Ubergangs- und Prozessmatrix
Unsinn Aufleitung (schlechte Sprache. Gemeint ist i.d.R. "Stammfunktion")
Unsinnunendliche Integrale (vielleicht sind uneigentliche Integrale gemeint)
Vektor Betrag eines Vektors, |v|

Vektor Betragsstriche (Vektor)

Vektor Ebenengleichung

Vektor Einheitsvektor

Vektor Gegenvektor

Vektor Geradengleichung (Vektor)

Vektor Geradenschar (Vektorgeometrie)
Vektor Hypotenuse, Kathete

Vektor Kegel

Vektor Koordinatenform

Vektor Kreuzprodukt

Vektor Lagebeziehung

Vektor Linge eines Vektors

Vektor Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl



Vektor Normalenform

Vektor Normalenvektor

Vektor Parameter (Parameterform)

Vektor Parameterform

Vektor Punktprobe (Vektorgeometrie)

Vektor Pyramide

Vektor Quader

Vektor Schnittgerade

Vektor Vektoraddition

Vektor Vektormultiplikation (Vorsicht!!!)

Vektor Winkel: spitzer Winkel / stumpfer Winkel / rechter Winkel
Vektor Wiirfel

Vektor Zylinder

Vektor dreidimensionale Vektoren

Vektor eingeschrankter Definitionsbereich (Vektorgeometrie)
Vektor orthogonal

Vektor parallel identisch Schnittpunkt windschief
Umat Anteile, Prozente, Absolute Zahlen

Umat Grenzmatrix

Umat Matrix (Ubergangsmatrix)

Umat  Spaltensumme

Umat Vorjahresverteilung

Umat geschlossenes System (Ubergangsmatrizen)
Umat stabile Verteilung



